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10.

11.

1+\/§
1-+/3

Bestam |z| om z= + (— 1+4/12 )i . Svara exakt pd sd enkel form som mgjligt.

|2

Forenkla uttrycket ‘ sd langt som mojligt dd z;, =3 —-2ioch z, =2+i.

1 A3

9
Forenkla uttrycket | —+ 17] sa ldngt som mdjligt med hjélp av de Moivres formel.

2

Bestam det reella talet ¢ sa att uttrycket % + 11 blir reellt, samt berdkna uttryckets
—i 1+

vérde 1 detta fall.
B 9-2j
1+3i 2t

Bestdam det reella talet 7, # > 0, sa att uttrycket blir reellt. Svara exakt.

Visa att uttrycket z° +z2 + |z|2 alltid antar reella viarden for godtyckliga
komplexa tal z.

Visa att uttrycket é —Z alltid 4r rent imagindrt for godtyckliga komplexa tal z.
z z

Betrakta det komplexa talet z=a+bi,dér b#0.

2

For vilket virde pa a géller att z+z~ é&r reellt?

For det komplexa talet z géller att |Z| = /8. Visa att uttrycket z—— &r rent imaginért.
z

Man har det komplexa talet z=2+ai.
For vilka virden pa den reella konstanten a 4r z° reellt?

L6s nedanstaende problem.
a)  Martin péstar att likheten |z1 + zz| = |Z1| + |22| galler for alla komplexa tal
z, och z,. Ge argument varfor det méste vara falskt.

b)  Viktor péstér att det finns minst tvd komplexa tal z, och z,, bada skilda fran noll,
for vilka likheten |z, + z,| = |z, |+|z,| géller.
Ge argument varfor det maste vara sant.

c)  Gustav inser dessutom att det gér att finna manga sddana par av komplexa tal z,
och z,. Undersok och beskriv hur z, och z, ska ligga 1 férhdllande till varandra i

det komplexa talplanet for att likheten |zl + zz| = |zl| + |zz| ska gilla.

Motivera dina slutsatser.
LSRN

(Nationellt prov, kurs E, vt 2002)



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Visa att for de tvd komplexa talen z och w géller att

:W ‘zlom |z|:1 och z#w.
z-w—1

Bestdm de komplexa tal z med absolutbeloppet 1 for vilka |z - i| =1.

z=6 coss—n+isin5—n och w=4| cos* +isin_ |.
3 3 3 3
a) Bestdm talet u”-z?-w? pa poldr form. b) Ge svaret pa formen a+bi.

Man har de komplexa talen u = 2(003(— %) +1i sin[— %D 5

z=6 coss—ﬂ+isins—7T och w=4 cosE+isinE .
3 3 3 3

uz

. o o o .. uz
a) Bestdm talet —- pé poldr form, dar argumentet ges 1 intervallet 0 < arg—- <2x.
w w

b) Ge ocksé svaret exakt pa formen a+bi.

Skriv foljande uttryck 1 polédr form. Svara exakt och lat argumentet ligga mellan 0° och
360°.

(cos 65° +isin 65°)- % -(cos(~15°)—isin15°)-16-(cos105° —isin105°)
Ange vilka trigonometriska satser/samband du anvénder.

Skriv foljande uttryck i poldr form och svara exakt. Lat argumentet ligga mellan 0° och
360°.

2% -(cos25° +isin25°) - (cos195° —isin195°)- 472 - (cos(—15°)—isin15°)’

Ange vilka trigonometriska satser/samband du anvénder.

Skriv foljande uttryck i poldr form och svara exakt. Lat argumentet ligga mellan 0° och
360°.

(2-(cos144° +isin144°))’
(cos12°—isin12°)- V32 (cos(~32°)—isin32°)
Ange vilka trigonometriska satser/samband du anvénder.

Skriv foljande uttryck 1 polédr form och svara exakt.

T .. T 3
3-| cos—+isin—
(oo s 2|
\/E. cos _r —isini 18- cosi—isinE
12 12 10 10

Ange vilka trigonometriska satser/samband du anvénder.
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20. Det komplexa talet z har absolutbeloppet 2 och argumentet g

Bestdm for det komplexa talet w = £ 11
z7+
a) |w| b) arg w, som uppfyller villkoret 0 < argw < 27.

5
sé langt som mojligtdd z=—-1+ i3,

21.  Forenkla uttrycket —
4

Om polér form anvéndes skall rdkningarna géras med radianer.

V3 +i 1-i

23. Lbs ekvationen z*+2+/3+2i=0. Svaret ges 1 polér form.
Argumenten skall vara storre dn noll.

S—i 6 1+i\°
22. Férenklauttrycket( _lj ( Hj sé langt som mojligt.

24. Los ekvationen z* +7iz? +8=0. Svara pa formen a+bi.
25. Bestdm samtliga kubikrotter till det komplexa talet 4+ 4i/3 . Svara i polar form.
26. Los ekvationen z*+z?+1=0. Svara pa formen a+bi.

27. Faktorisera uttrycket z* —8iz .

28. Bestam en reell och en icke-reell rot till ekvationen e* —% =2.
e

For den icke-reella roten géller att 0 <argz < 2.

29. Ekvationen z° —6z+a =0 harrotterna z, =2 och z, =4 dd a =8.
Undersdk var i det komplexa talplanet ekvationens rotter hamnar for alla mojliga reella
virden pé a.

(Nationellt prov, kurs E, vt 1999)

30. Ekvationen z° +2z+¢ =0 har rotterna z, =1 och z, =-3 da ¢ =-3.
Undersok var i det komplexa talplanet ekvationens rotter hamnar for alla mojliga reella

vérden pa q.

3 NG

31. Ekvationen z” +z+¢” =0 har rétterna z, =i och z, = da ¢ =
Undersok var i det komplexa talplanet ekvationens rotter hamnar for alla mojliga reella

vérden pa q.
32. Visaatttalet i kan forenklas, si att men ser att det &r ett reellt tal.
7]

33.  Man har de komplexa talen z, =1+ i~/3och Zy = e 4.

2
Berékna absolutbelopp och argument for talet w = fil%
Z



34.

35.

36.
37.

38.

i

Det positiva reella talet a har ett sddant vérde, att z=—- ed ligger pa enhetscirkeln 1
a

det komplexa talplanet. Bestdm Re z for detta virde pa a.

Berikna z> +z+zdd z=+2e*. Ge svaret pa formen a + bi.

2i
Visa att viardet av Ini™ ar ett reellt tal. Ange ocksa virdet.

Ett omrdde 1 det komplexa talplanet begrinsas av en cirkelbage och tva linjer enligt
figur. Beskriv med olikheter de villkor som géller for de tal z som ligger i omradet.
Omrédets rand tillhér omradet.

Ett omrade i det komplexa talplanet begransas av en cirkelbage och tva linjer enligt
figur. Beskriv med olikheter de villkor som géller for de tal z som ligger 1 omradet.
Omrédets rand tillhoér omradet.
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39.

40.

Ett omrade 1 matematiken kallas komplex analys. Déar studerar man funktioner
w = f(z) som avbildar en talméngd i det komplexa talplanet (z-planet ) pa ett annat

komplext talplan (w-planet).

Im z Im w
_ w=f(z)
Re z Re w
| > i >
z-plan w-plan

De tre komplexa talen 0, 2 och 2+ 2i utgor horn i en ritvinklig triangel i z-planet.
Triangeln avbildas pa w-planet med hjilp av funktionen w = f(z), dir f(z)=z".

a)  Markera i w-planet bilderna av triangelns horn.

b)  Undersok hur triangelns hypotenusa avbildas pa w-planet.

c¢)  Bestdm bilderna av triangelns 6vriga sidor.
(Nationellt prov, kurs E, vt 1996)

Med den komplexvirda funktionen w= f(z) kan man avbilda komplexa tal i z-planet
pa ett annat komplext talplan, w-planet. Se figuren nedan.

Im z Im w
_ w=f(2)
Re z Re w
I > i >
z-plan w-plan

I denna uppgift giller att w=z> +1.
a)  Vihar de komplexa talen z, =2i och z, =2+2i. Markera i ett w-plan talen
wy = f(z;) och w, = f(z;).

b)  Vilka vérden géller for Re w om talen z pa strackan fran 2i till 2+ 2i 1 z-planet
avbildas med den angivna funktionen?

¢)  Vilj en annan stricka i z-planet, ndmligen den mellan talet 1 och talet 1+ 2i. Rita
bilden av denna stricka i w-planet.



41. Med den komplexvirda funktionen w = f(z) kan man avbilda komplexa tal i z-planet
pa ett annat komplext talplan, w-planet. Se figuren nedan.

Im z Im w
_ w=f(z)
Re z Re w
| > i >
z-plan w-plan

I denna uppgift giller att w=(z—1)".

a)  Vilka vdrden géller for Re w om talen z pa strickan fran 2i till 2+2i i z-planet
avbildas med den angivna funktionen?

b)  Vilj en annan stricka i z-planet, ndmligen den mellan talet 0 och talet 2i. Rita
bilden av denna stricka i w-planet.

42. Bestdm konstanterna a och b sa att foljande division gar jamnt upp

x0—x° =2x* =7 +4x* + Qa-1)-x+b

2
x“—x=-2

43.  Man har polynomet p(x) = x* —4x> + ax? + bx +12, dér a och b #r konstanter.

a)  Bestdm konstanterna a och b si att polynomet p(x) &r jamnt delbart med
polynomet x? —4x+3.

b)  Los ekvationen p(x)=0 fullstindigt. De erhallna virdena pa a och b skall
anvindas.

44. Man har i figuren ritat grafen till en polynomfunktion med gradtal 3. Bestdm ekvationen
till en annan polynomfunktion med gradtal 3, som har samma nollstédllen, men som har
sin maximipunkt 1 punkten (2, 10).
Verifiera ocksé att din kurva verkligen har en maximipunkt dd x =2.
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45.

46.

47.

Man har i figuren ritat grafen till en polynomfunktion y = p(x) med gradtal 3.

b)

Bestdm ekvationen for kurvan i figuren.

Bestdm ekvationen for en annan polynomkurva med gradtal 3, som har samma
nollstéllen som den ritade funktionen, men som har sin minimipunkt i punkten
(49 - 6) .

Ange en polynomekvation p(x) =0 av fjirde graden, som bara har reella koefficienter

och som uppfyller foljande villkor:
1) Ekvationen skall ha tva reella rotter och tvd komplexa rotter.
2) I de komplexa rétterna dr varken realdelarna eller imaginédrdelarna lika med noll.

Ett eller flera av foljande péstdenden dr sant. Vilket eller vilka?

a)

b)

Om talet z uppfyller |z - 4| = |z - 21'| och z = x +iy sé giller sambandet y =2x—-3
mellan talets imaginérdel och realdel.

Alla tal z som uppfyller olikheten 2 < |z -1+ i| <3 kan éaskadliggoras i ett

komplext talplan med en cirkelring, dér cirklarna har radierna 2 och 3
langdenheter. Bada cirklarna har sin medelpunkt i punkten —1+1.

De tal z som uppfyller villkoren Imz > 2 och |z - i| <4 bildar tillsammans en

halvcirkel.

Man vet att z =i #r en rot till ekvationen z° —iz* —z+i=0. D4 kan de Svriga
rotterna berdknas och de blir reella.

For tva godtyckliga komplexa tal z och w géller |z + w| = |z| + |w| .



48.

49.

50.

Ett eller flera av foljande péstdenden ar sant. Vilket eller vilka?

a)  De tal z som uppfyller villkoren Imz >0, Rez >1 och |z - 1| <2 bildar

tillsammans en kvartscirkel 1 det komplexa talplanet.

b)  For tva godtyckliga komplexa tal z och w géller |z + w| = |z| + |w| .

c)  Allatal z som uppfyller olikheten 2 < |z -1+ i| <3 kan askadliggoras 1 ett

komplext talplan med en cirkelring, dér cirklarna har radierna 2 och 3
langdenheter. Bada cirklarna har sin medelpunkt i punkten —1+1.

) 101 )
d) (1 +£J = ! +£

2 2

2 2

e)  Ekvationen x° —3x? +4x—2 =0 saknar komplexa rotter.
Ett eller flera av foljande pastdenden &r sant. Vilket eller vilka?

a)  Alla tal som uppfyller olikheten 4 < |z +5+ 2i| <9 kan askadliggoras i ett

komplext talplan med en cirkelring, dér cirklarna har radierna 4 och 9
langdenheter. Bada cirklarna har sin medelpunkt i punkten —5 —2i .

b)  De tal z som uppfyller villkoren Imz > 2 och |z - i| <4 bildar tillsammans en

halvcirkel.

¢)  Om talet z uppfyller |z - 2| = |z + 4i| och z = x +1iy sé géller sambandet y =1—x

mellan talets imaginérdel och realdel.

d)  De tal z som uppfyller villkoren Imz >0, Rez >1 och |z - 1| < 2 bildar
tillsammans en kvartscirkel i det komplexa talplanet.

e)  Om talet z uppfyller |z - 4| = |z - 21‘| och z = x + iy sé giller sambandet y =2x—-3
mellan talets imagindrdel och realdel.

Ett eller flera av foljande péstdenden dr sant. Vilket eller vilka?

Y (1£J 1,3

2 2 2 2

b)  Det dr bara ett lustigt sammantrédffande att formlerna for argumentet for z* och
naturliga logaritmen for x” ser likadana ut till formen: argz" =nargz och

Inx" = nlnx. Bevisen for dessa formler har inga samband.

¢)  Enekvation av typen z" = a, dir n dr ett positivt tal, har alltid » stycken rétter,
reella eller komplexa.

d)  Ekvationen x” —3x? +4x—2 =0 saknar komplexa rotter.

e)  Allatal z som uppfyller olikheten 2 < |z -1+ i| <3 kan askadliggoras 1 ett

komplext talplan med en cirkelring, dér cirklarna har radierna 2 och 3
langdenheter. Bada cirklarna har sin medelpunkt i punkten —1+1.
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51.

52.

53.

Ett eller flera av foljande pastdenden ar falskt. Vilket eller vilka?

a)

b)

c)

d)

e)

En ekvation av typen z" = a, dér n &r ett positivt tal, har alltid n stycken rotter,
reella eller komplexa.

De tal z som uppfyller villkoren Imz > 2 och |z - i| <4 bildar tillsammans en

halvcirkel.

Man vet att z =i #r en rot till ekvationen z° —iz* —z+i = 0. D4 kan de Svriga
rotterna berdknas och de blir reella.

Om talet z uppfyller |z - 4| = |z - 2i| och z = x +iy sé giller sambandet y =2x—-3

mellan talets imaginérdel och realdel.

Ekvationen x° —3x? +4x —2 = 0 saknar komplexa rétter.

Ett eller flera av foljande péstdenden dr falskt. Vilket eller vilka?

a)

Det &r bara ett lustigt sammantrédffande att formlerna for argumentet for z” och
naturliga logaritmen for x” ser likadana ut till formen: argz” =nargz och

Inx" =nlnx. Bevisen for dessa formler har inga samband.

For tvd godtyckliga komplexa tal z och w géller |z + w| = |z| + |w| .

Om talet z uppfyller |z - 2| = |z + 4i| och z = x +iy sa giller sambandet y =1-x
mellan talets imagindrdel och realdel.

En ekvation av typen z" = a, dér n &r ett positivt tal, har alltid n stycken rotter,
reella eller komplexa.
Alla tal z som uppfyller olikheten 2 < |z -1+ i| <3 kan éaskadliggoras i ett

komplext talplan med en cirkelring, dér cirklarna har radierna 2 och 3
langdenheter. Bada cirklarna har sin medelpunkt i punkten —1+1.

Ett eller flera av foljande péstdenden dr falskt. Vilket eller vilka?

a)

b)

Om talet z uppfyller |z - 4| = |z - 2i| och z = x + iy sé giller sambandet y =2x—-3
mellan talets imaginérdel och realdel.

Alla tal som uppfyller olikheten 4 < |z +5+ 2i| <9 kan askadliggoras i ett

komplext talplan med en cirkelring, dér cirklarna har radierna 4 och 9
langdenheter. Béda cirklarna har sin medelpunkt i punkten —5—2;.

Det dr bara ett lustigt sammantrédffande att formlerna fér argumentet for z” och
naturliga logaritmen for x” ser likadana ut till formen: argz” =nargz och

Inx" =nlnx. Bevisen for dessa formler har inga samband.

For tva godtyckliga komplexa tal z och w géller |z + w| = |z| + |w| .

De tal z som uppfyller villkoren Imz >0, Rez >1 och |z - 1| <2 bildar

tillsammans en kvartscirkel 1 det komplexa talplanet.



54.

Ett eller flera av foljande péstdenden dr falskt. Vilket eller vilka?

a)
b)

c)

d)

Ekvationen x° —3x? +4x —2 = 0 saknar komplexa rétter.
Om talet z uppfyller |z - 4| = |z - 2i| och z = x +iy sa giller sambandet y =2x-3
mellan talets imagindrdel och realdel.

De tal z som uppfyller villkoren Imz >0, Rez >1 och |z - 1| <2 bildar

tillsammans en kvartscirkel 1 det komplexa talplanet.

£l+£JIOI B +£

2 2 27 2

Man vet att z =i &r en rot till ekvationen z* —iz? —z+i=0. D4 kan de 6vriga
rotterna berdknas och de blir reella.
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FACIT

1. 245

2. 1

3. 1

4, t =0,2, uttryckets vérde: 0,6

5. W15

6. z=a+bi geruttrycket 3a® —b?

7. z=a+bi ger uttrycket 24ab Sl
a“+b

8. 0,5

9. z=a+bi geruttrycket 2bi

10. a=0eller a =423

11. a)

Antag att z;, =3+ 21 och z, =5-5i
|z, + 23| =|z)| +|z,)

VL=|Z1 +22|=

=[3+2i+5-5i =
=[8-3i|=+/64+9 =

=73 ~ 8,54

HL=|21|+|22|=
=[3+2i[+[5-5i =

=N9+4 +4/25+25 =

=13 ++/50 ~10,7

VL # HL!

Eftersom likheten inte géller for dessa
komplexa tal kan den inte gélla for
alla komplexa tal. Aven geometriska
resonemang &r tdnkbara hér.

b)
Antag att z, =3+3i och z, =5+5i

|21 + 2| = |z + |2
VL:|zl+22|:
=[3+3i+5+5i=
=8 +8i| = V64 + 64 =
=128 =842
HL=|ZI|+|22|:
=[3+3i[+[5+5i| =
=v9+9 ++4/25+25 =
=18 ++/50 =
=3J2+5J2 =82

VL = HL!

Eftersom likheten géller for dessa tva
komplexa tal géller den f6r minst tva
komplexa tal. Aven geometriska
resonemang ir tdnkbara hir.




c)

Lét z, = A(cosa +isina) och
z, = B(cos f +1sin f3)

f

guisousgyg+ g soonsoogyz+g us g+ g (SO0 g+ 0 UIS I/ + 0,500 zV/\
2]+ =]z +4

{(g uIs1 + g s00)g + (ouIs1 + psoo)y[

(gusg +ouisy) + (gsoog + vsooV)/\

- gtV

a+v

(g~0)s00

g+v = (Jusous+ g soo0s00)gyz + (g us+g (S00) g+ (o u1s+0,500) )/

g uis, g+ guisousgyz+ o, us y+ ¢ (SO0 g+ ¢ S00 0800 gy T + 0 500 zV/\

g+y=
g+v=

Enligt trigonometriska ettan ar

cos® a +sin’ o =

=cos’ B+sin” B =1

och enligt subtraktionsformeln f6r cosinus

giller att
cosa cos f+sinasin ff =

=cos(a—f3)

och vi far efter kvadrering av VL och HL:
A? + B*> +2ABcos(a - ) =

= A> +24B+ B?

For att likhet skall gilla

maste cos(a — f) = 1. Detta dr ett
nodviandigt och tillrackligt villkor.

cos(a—p)=1
a—p=20"+n-360°
a = f+n-360°,dar n ér ett heltal

Eftersom a och f ér argument for de tva
komplexa talen och dessa dr lika eller
skiljer sig pa ett helt antal varv s& méste de
tva talen ligga pa samma stréle, som utgér
frn origo, ndr de representeras av
visare/punkter i det komplexa talplanet.
Man kan dven ansétta rektanguléra
koordinater eller komma fram till rétt
slutsats genom att utféra geometriska
resonemang.

12, -

13, z=+3"41L

14. a) 2304(0053—n+isin3—nj
2 2
b) —2304i
15. a) 3 cos7—n+isin7—7T
4 4 4

16.  12(cos305° +isin305°). Anvinda
satser: arg(z1 " Z, ) =argz, +argz,,
sin(—v) = —sinv och cos(—v) = cosv
bor ndmnas.

17.  2(cos140° +isin140°). Anvinda
satser: arg(z1 "Z, ) =argz, +argz,,
argz" =nargz, sin(—v) = —sinv och
cos(—v) = cosv bdr ndmnas.

18. ﬁ-(cosl 16°+isin116°). Anvinda
satser: arg(z1 “Zy ) =argz, +argz,,
argz" =nargz, sin(—v) = —sinv och
cos(—v) = cosv bor ndmnas.

V3

19. —- cosz'?’—n+isin23—7c . Anvéinda
2 60 60

satser: arg(z, -z,)=argz, +argz,,
argz" =nargz, sin(—v) = —sinv och
cos(—v) = cosv bor ndmnas.
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20.

21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.

30.

\/g 3n
2
-1
z= \/5((:03(7—7T + k_nj + isin[— + @D
2 2

T .. T
2| cos—+isin—
9 9)

\o)

T .. 7nj
COS— +isin—
9 9

130 . . 13nj
COS——+1i1SIn——
9 9

\S)

Z=—T]— = ——

) L

2 2
Z(Z+2i)(Z+\/§—iXZ—\/§—i)

z,=In3,z, =mi

1+'\/§ l-l-iﬁ

Reella 16sningar erhalles d& a <9.
For a >9 fés rotterna 3+ bi
dér b varierar beroende pa a.

Reella 16sningar erhalles d& ¢ <1, dvs
l6sningarna ligger dé pa reella axeln.
g >1 ger komplexa rotter:
z=-1%bi,dar b=\/ﬁ. Rotterna
ligger pé linjen Rez =—1. Se figur
nedan. Punkten z=-1 dr ¢j medtagen

1 figuren; ty det dr en reell rot som
antas for g =1.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

Reella 16sningar erhalles da

—% <g< % , dvs. 16sningarna ligger
da pa reella axeln.

q >% eller g < —% ger komplexa

rotter: z=—libi, dir b=|q" —l.
2 4

Rotterna ligger pé linjen Rez = —% .

Se figur nedan. Punkten z = —% ar ¢j

medtagen i figuren; ty det ir en reell

, 1
rot som antas for g = iE.

T
|w| =4, argw = E

a=10ger Rez = cos -
10

2i

-1

z+2-3i]<2, Imz>3
och Imz<Rez+5
lz—4+2i<3, Imz<-2
och Imz>Rez-6



39.

40.

a) Eleven har markerat talen 0, 4 och
8i

b) Bilden av triangelns hypotenusa ar
1 w-planet strackan mellan origo och
talet 8i.

¢) Striackan 1 z-planet mellan 0 och 2
avbildas i w-planet pé strackan mellan
0 och 4 och strackan mellan 2 och

2+ 2i avbildas i w-planet enligt
bilden nedan. Om w = x + yi ar

y=44/4—x dir 0<x <4, vilket ar
den kurva som ritats i diagrammet.

4 Imw
84
Re w
-
a) Eleven har markerat talen —3
och 1+8i
b) —3<Rew<l1
c) Strackan avbildas pé foljande
graf i w-planet.
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Om w=x+yi dr y =+4/8—4x dir
—2 < x <2 vilket dr den kurva som
ritats 1 diagrammet.

41.

42.
43.

44,

45.

46.

47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

a) —4<Rew<-3

b) Den angivna strickan avbildas
enligt diagram nedan
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Om w=x+yi dr y =+/4—4x dir
—3 <x <1 vilket dr den kurva som
ritats 1 diagrammet.

a=9, b=6

Q) a=7. b=-16

y=2,5x> —22,5x% + 60x — 40

a) p(x)=3x> —27x* +72x - 60
b) y=15x —13,5x% +36x —30
Ex. (x2 —1*x—2—i)(x—2+i) =
=x*—4x’ +4x? +4x-5

a), d)

a)

a), d), e)

b), ¢)

b), e)

b), ¢), e)

d)

a), d)



